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Onc-electron-LCAO-MO's of a system consisting of four protons in tetrahedral configura- 
tion are used to construct singlet-AP-electron configurations of symmetry-type A i. CI-calcula- 
tions are carried out with them. The ground-state energy is optimized by scaling. The potential- 
energy-function for the tetrahedral H ++ ground-state in dependance of the edge R of the 
tetrahedron shows a local minimum at R = 2.47 au. 

Aus den Einelektronen-LCAO-MO's eines Systems yon vier Protonen in tetraedrischer 
Konfiguration werden s/~mtliche Singulett-AP-Konfigurationen der Symmetric A 1 konstruiert 
und mit diesen eine CI-Reehnung durchgefiihrt. Der Grundzustand wh'd durch 'Scaling' opti- 
miert. Man erh~lg eine Potentialkurve fiir den Grundzustand des Systems t t  ++ in Abh/~ngig- 
keit yon der Kantenl~nge R des Tetraeders, die fiir R = 2,47 AE ein relatives Minimum zeigt. 

On construit ~ l'aide des O.M.-L.C.A.O. d'un systgme de quatre protons en configuration 
tgtragdrique toutes les configurations singulets de sym6trie A1; on les utilise pour un calcul 
d'interaction de configurations. L%tat fondamental est optimis6 par "scaling". On obtient une 
courbe de potentiel du systbme H ++ en fonction de la longueur de l'ar~te du t6trabdre, prdsen- 
tant un minimum relatff pour R = 2,47. 

I n  einer  A r b e i t  I gleichen Ti te ls  [7] wurde  fiber die E ine lek t ronen-MO's  eines 
Sys tems  yon  vier  l~rotonen in t e t r aedr i scher  Konf igura t ion  (Kanten lgnge  R) be- 
r ichter ,  die sich im LCAO-Sehema bei  Verwendung  yon  l s - A t o m o r b i t a l e n  ergeben. 

Sic l au t e t en :  
1 

A I :  ~vl(l) = ~ 4 ~ - I N  [a( t )  + b(l)  + c( i)  + d( l ) ] ;  

1 
Tz: ~0~(i) = ~ -  [a( l )  --  b ( t ) ] ,  

1 
~a(t) = ~ [ c ( l ) -  d(1)], 

1 
w4(t) = ~ [a(l) + b(i) - c(l) - d(i)] 

m i t  a ( l )  = V ~ / ~ ' e x p  ( --cr r.41) usw. Der  I n h a l t  des je tzigen Bei t rags  is t  die ge- 
n/~herte Bereehnung  des Grundzus tandes  desselben Sys tems  mi t  zwei E lek t ronen  
(H ++ in t e t r aedr i seher  Kernkonf igura t ion) .  

Aus  obigen 
or~honormier te  
b i lden :  

Reehengang 
Eine lek t ronen-MO's  lassen sieh in der  AP-N/ ihe rung  folgende 
Zweie lek t ronen-Singule t t -Konf igura t ionen  der  Symmet r i c  A 1 
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~ 1 ( ~ , 2 )  = ~)1(~)  ~/)1(2) , 

2 ~2(t,2) = w ~ ( l )  ~2(2) + ~ w~(i) ~ ( 2 )  + �89 ~,( l )  ~ , (2) .  

Der Spinanteil  ist in beiden F/illen gleich [ ~ ( i ) f i ( 2 ) -  ~ ( 2 ) f l ( l ) ] / ~ 2 ,  er wird 
hier und  im folgenden weggelassen. 
Mi~ dem I tami l tonopera$or  (in a tomaren  Einheiten) 

1 1 Z Z Z Z Z Z Z Z 

1 
+ - - - ,  (z = l) 

und dem CI-Ansatz 
r = cl r + c2 q~2(1,2) 

erh/~lt man fiir die in der S/~kulargleichung auftretenden Matrixelemente: 

2 
Hl l  = i---~3-S- [J1 + 3J2 + J3 + 6J4 + 3J5 + 6J6] + 

l 
+ (1 +aS) ~ [ } J T + ~ J s + 3 J g + a J  3j  , - -  2 l o + 3 J n + 6 J 1 2 + ~  la] 

2 
/-/33 -~ l - - - -~ [J l  -- J~ + Ja -- 2Ja  + 3J5 -- 2J~] § 

t [25 j 11 ~ 43 7 I t  j ] 
+ (i - S) 2 [ ~  v + ~ J8 - -  J9 + ~ Jlo + ~ J n  - -  2J12 + ~ 13j, 

i [ 5  5 j  5 5 5 5 ]  
/ - / 1 3  = (1  + 3 S )  ( i  - S )  J 7  - -  1 2  s -}- -~-J9 -~ ~-JlO - -  ~ - J n  - -  ~ - J l a  �9 

Neben den Einelekbronenintegralen S und J1 bis J6 (siehe [7]) treten die Integrale der 
Elektronenwechselwirkung J~ bis Jla auf, die folgende Bedeutung besitzen: 

J , =  f f ae(l, ae(2)rl-l~dTldTu= aJ' ,(co),  

J 9 = a~(l) a(2) b(2) - -  dT 1 dv~ = a ~ 9 ( w ) ,  
, ?'12 

l 
Jlo = ~ f a ( l ) b ( l ) a ( 2 ) b ( 2 ) ~ d T  1 d%~ = Z19(co) , 

?'1---~ d'rl d'r2 = aJn(~  ' 

t 

Jla = a(l) b(l) c(2) d(2) ~ d~ 1 dY e = aZ13(w), o) = cr R .  

Der Beitrag der einzeinen Integrale ist in Abb. 1 d~rgestellt. Die Integrale Jv bis J~o, die 
auch bei der MO-LCAO-Behandlung des H~ auftreten, sind geschlossen integrierbar (siehe z. B. 
SLATER [t0]). Gr6Bere Schwierigkeiten bereiten die Integrale J l i  bis Jla. Man ist auf numeri- 
sche Integration nach einem der g/~ngigen Verfahren [1, 8, 9] angewiesen. Wir benutzten das 
Verfahren nach StL~VITT und K~PLUS [9], das nach AusFfihrung einer Integraltransformation 
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o,5 

-~,o 

A' 7 

3 

Abb. 1. Einzelbeitr~ge der ~,(o~) n = 1 , . . . ,  13 

die Berechnung auf eine numerische Integration fiber einen Wiirfel der Kantenl inge I zuriick- 
fiihrt, wobei zur Berechnung der Integranden an den Stfitzstellen noch eine numerisehe Ein- 
faehintegration nStig ist. Die numerische Integration erfolgte mit der GauB'sehen Quadratur- 
formel mit  6 • 6 • 6 bzw. t0  Stiitzstellen. Die erzielte besehrankte Genauigkeit h;~ngt mit 
der yon der Rechenkapazitat diktierten Stiitzstellenzahl zusammen und ist keine prinzipielle 
Eigenschaft obigen Verfahrens. 

Ffir R ~ oo erhi l t  man die Grenzwerte 

5 t25 25 
lim H n = - 1  + ~ ,  lim H 2 ~ = - 1  + - - -  lim H i 2 -  

/ ~ - - .  co  R . - +  oo 2 8 8 '  / ~ - - .  co  96" 

Die Konfiguration ~ i  ist (ihnlieh wie bei der MO-Behandlung des H 2 [~0]) nicht in der Lage, 
den Grundzustand fiir grol~e 2~ zutreffend zu besehreiben. F/ir die mit  Konfigurationswechsel- 
wirkung erhaltenen Energien ergeben sieh die Grenzwerte 

85 
lira E1~1. i = - l ,  lira E1AI,~ = - t  + 14~" 

//--~ co R--~ oo 

Die Optimierung des Parameters a erfolgte beziiglich des Grundzustandes E~A~. 1 dureh 
systematisches Probieren einzein ffir jedes _R. Um die Berechnnng der Integrale fiir sehr viele 
Kombinationen a und _R zu vermeiden, berechneten wir in der Darstellung 

/ / l l(~,R) = ~Kll(o~) + ~Pi i (~) , ,  

H~,(~,R) = ~ P1~(~) 

die Funktionen Kii(o~), Pli(~o), Kl~(w), P~(~),  Pl~(m) flit die Stiitzstellen ~o = l ; (0,5) ; 8,5 und 
ermittelten benStigte Zwisehenwerte dieser Funktionen dutch kubische Interpolation. 

Numerische Ergebnisse und Genauigkeit 
Als Bezugswerte fiir ~l(m) bis ~3(m) standen die Werte dieser Integrale ffir co = 3,26598632 

AE znr Verfiigung [9]. Zur Verdeutliehung tier mit  6 • 6 • 6; 10 Stfitzstellen erzielten Ge- 
nauigkeit dien$ Tab. t .  Der Tabelle ist zu entnehmen, dab die yon uns bereehneten Werte der 
Integrale um zwei Einheiten der vier~en Dezimale unsieher sind. Man erwaiSet fiir andere 
Wer~e yon eo eine $ihnliehe Genauigkeit. Die mit  6 x 6 • 6; 10 Stiitzstellen erreelmeten Wer~e 
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der Integrale J~l((o) bis ~8(co) sind in T~b. 3 in den Spalten 2 bis 4 gerundet auf vier Dezi- 
malen angegeben. 

Die Fortpflanzung der Vngenauigkei~ der In~egrale ~(~o) bis ~(~o) wird in Tab. 2 demon- 
strier~. In diesem Vergleich is~ der Fehler ldeiner als 6 Einheiten der vierten Dezimale. Der 
durch die Stiitzstellenzahl bedingte Fehler der Energiewerte wird daher fiir die entscheidenden 
Werte von R mit einer Einheit der dritten Dezimale abgesch~zt. In Tab. 3 sind alle berech- 
neten EnergiegrSl~en in AE delmoch auf vier Dezimalen gerundet angegeben. Aus den in 
Tab. 3, Spalte 5 his 9, angegebenen Werte sind alle yon a und R abh~ngigen EnergiegrSBen 
zu berechnen. 

Die K u r v e n  Hll und  H22(or = i )  in  Abhi~ngigkeit  yon  R finder m a n  in Abb .  2, 
ebenso die durch  CI erziel ten Verbesselalngen E~AI,1 bzw. E,Ax ,  U. Wel te r  is t  in  
Abb.  2 die durch  Scaling op t imie r te  K u r v e  E ~ A ,  1 en tha l ten ,  die en tsprechende  
Wer te t abe l l e  is t  zusammen  mi t  den op t imie r t en  a - W e r t e n  in  Tab.  4 gegeben.  
Auch  is t  in Abb .  2 die K u r v e  - l  - 6 / R  gestr ichel t  eingezeichne~, die m a n  yon  der  
Energ iekurve  des Elek t ronengrundzus~ands  sub t rah ie ren  mul], u m  die effektive 
1)otent ia lkurve zu erhal ten.  Le tz te re  is~ in Abb.  3 (Kurve  I I )  dargeste l l t ,  die er- 
rechne ten  W e r t e  finder m a n  in Tab.  4, Spal te  3. 

Tabelle 1. Genaulgke i t  yon  ~ l (e~)  bis J~a(w) ]fir a) = 3,26598632 AE 

Stiitzstellen ~1(co) [AE] ~12((o) [AE] ~13(~o) [AE] Literatur 

t2 x 12 x 56 0,09570384 0.03569398 0.03068196 [9] 
16 x 56 x 20 0,09570501 0,03569354 0,03068170 [9] 
20 x 20 x 24 0,09570556 0,03569368 0,03068t87 [9] 
- -  - -  - -  0,03068247 zit. nach [9] 
50 x 50 x 50 - -  - -  0,03066185 eig. Rechnung 
6 x 6 x 6 0,09559658 0,03551075 0,03052501 eig. Rechnung 

Tabelle 2. Verffleich e iniger  EnergiegrSf ien  /f ir a = 1 ; R = 3,26598632 AE 

Stfitzstellen Hll  [AE] H2~ [AE] HI~ [AE] E1~1,1 [AE] EIA1, ~ [AE] 

20 x 20 x 24 -2,72483 -2,00570 0,15633 -2,75787 -1,97274 
6 x 6 x 6 -2,72529 -2,00532 0,15657 -2,75735 -1,97318 

1 e 3 ~ s G ~ 8 9Z[AE] 
E 2 8  J ~ L ~ l i , ~ f 

- 1 jE~A~,z 

-or 

- s  1,1-"6A~,1 (m#,.c':~h'nS) 

-~ I ~ - : - ~ "  
Abb. 2. Verbesserung der Elektronenenergie durch CI und Sealing 
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TabeUe 4 

R [AE] cr E,~, 1 [AE] /(B) [AE] B [AE] a E1A1,1 [AE] fiB) [AE] 

"l 2,03 -6,2t70 0,7820 3 1,t7 -2,953t 0,0469 
'1_,5 1,66 -4,8061 0,~.939 3,5 t,10 -2,6465 0,0677 
2 1,43 -3,9433 0,0567 4 1,05 -2,4118 0,0822 
2,1 1,39 -3,8100 0,047t 4,5 ~,02 -2,2228 0/1.049 
2,2 1,36 -3,6866 0,0406 5 1,00 -2,0831 0,!169 
2,3 t,33 -3,5718 0,0369 5,5 1,00 -1,9666 0/1243 
2,4 t,30 -3,4649 0,0351 6 ~,00 -1,8709 0A290 
2,5 t,275 -3,3651 0,0348 6,5 :1,00 -1,7952 0/1278 
2,6 1,25 -3,2719 0,0358 7 1,00 -1,7314 0/1257 
2,7 1,23 -3,1846 0,0376 7,5 i,00 -1,6779 0,i221 
2,8 1,21. -3,1026 0,0402 8 1,00 -~.,6323 0,1~.77 
2,9 1/19 -3,0256 0,0433 8,5 1,00 -1,5929 0,1129 

lq - o/I -- 

I O -  

, 9 -  

8 _o,m 

7 -  

6 ' -  

5 -  

x / _  

3 -  0,I 

O- 0 
l I 
s 3nI-A~ 

I 
1 
! 
! 
I 

i ! 

t It 

t 1 [ [ Iv I 1 
2 3 q 5 6" 7 8 

Abb. 3. Po~entialkurve des Grundzus~andes des Ha++ (te~raedriseh) I: CI ohne Scaling, 
II :  CI mit Scaling 

Die ungef~hre Lage der relativen Extrema entnimmt man aus Abb. 3, Be- 
rechnungen weiterer Zwisehenwerte lokalisieren das Minimum bei Rmin = 2,47 AE, 
or = t,28, /(Rmin)= 0.0348AE; das Maximum bei Rmax= 6,09AE, ~ = 1, 
](Rmax) = 0,1291 AE. Daraus erhiilt man durch Differenzbfldung die Trennungs- 
energie De = 0,0943 AE = 2,56 eV, die Aktivierungsenergie der Komplexbfldung 
befri~gt Eakt = 0,1291 AE = 3,5t eV. 

Die eigentiimliche Eorm der PotenfiMkurve (Metastabilit~t) kommf heraus, 
werm man die ls-Atomfunktionen als Basisfunktionen benu~zt. Bei Erweiterung 
der Basis mug man mif einer weiteren Absenkung der Energie rechnen. Um einen 
Eindruck yore Effekt der Basiserweiterung zu geben, zitieren wit in Tab. 5 die 
Ergebnisse yon Cm~ISmOF~EES~N [2, 3] fiir H +. 

Als Absch~tzung fiir den Effekt weiterer Basiserweiterungen gibt CHRISTOE~ER- 
SEN E1~I _> --~,35 AE. Die mit der is-Basis erzielten Resultate ffir H + werden 
demnach im Minimum um 3, maximal um 5 Einheiten der zweiten Dezimale ab- 
gesenkt. ~bertriigt man die Abschi~tzung auf unseren Fall, so kann m~n hoffen, 

20 T h e o r e t .  eh im.  A c t a  tBefl . )  Vol.  8 
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dal3 der Funktionswert yon / (R) im Minimum negativ wird. Das wfirde u. U. 
Stabilit/it s tart  der bisher erzielten Metasgabiliti~t bedeuten. Da die Hinzunahme 
weiterer Konfigurationen sich fiir gTol3e R st/~rker auswirkt, mug  man  mit  einer 

Tabelle 5 

Basis /~min [AE] /~xal [AE] 

Is 1,66 -1,29786 
ls, 2s 1,6575 -1,30432 
ls, 2s, 2p 1,6575 -t,33264 

Abflaehung des Potentialbergs rechnen. 
Am ungiinstigsten l~gen die Verh/~ltnisse, 
wenn bei Basiserweiterung das Maximum 
nnd das Minimum verschw/~nden, was 
der Vortiiuschung der Metastabilitgt 
dureh einen mangelhaften Ansatz gMeh- 
kgme. Letzteres erscheint jedoch guBerst 

zweffelhaft, da der relative Untersehied der Absenkung ha  Minimum und im l~Iaxi- 
mum 9 Einheiten der zweiten Dezimalen (AE) betragen mfiBte. Zusammenfassend 
vermuten wir, dab bei Basiserweiterung die qualitative Form der Potentialkurve 
erhalten bleibt, der Funktionswert  ffir Rmin kSnnte nega$iv werden. 

D i s k u s s i o n  der R e s u l t a t e  

Die Rechnungen bezweckten, unter allen tetraedrischen Konfigurationen yon 
4 Protonen eine als energetisch besonders gfinstig zu erweisen [7]. W~hrend ein 
Elektron im FaUe N = 3 und N = 4 nicht in der Lage ist, die Protonen zu binden, 
reichen schon zwei Elektronen ~us, vier Protonen relativ zu anderen tetraedri- 
schen Konfigurationen metastabfl  beieinanderzuhalten. Eine verzweigte l e h r -  
zentrenbindung ist notwendig mit  einer Anhi~ufung yon positiven Zentren ver- 
bunden. Unsere Rechnungen stfitzten unsere Auffassung, dal? derartige Konfigu- 
rationen deshalb energetisch einigermaBen vorteilhaft sind, da den Elektronen 
dabei sehr gfinstige Orbitale geboten werden, die die groBe Kernabstol3ung kom- 
pensieren kSnnen. 

Die Stabilit/~t des unte~uchten  Aktivierungskomplexes H ++ bleibt natfirlich 
in dem Sinne often, als wegen tier angenommenen Tetraedersymmetrie der Kerne 
die Stabilit/it in einem eindimensionalen Unter raum des sechsdimensionalen 
l~aumes gefunden wurde, in dem das effektive Potential  der Kernbewegung der 
vier Kerne vollst/indig definiert ist. Es w/~re interessant, das Verhalten des Systems 
bei behutsamem Abgehen yon der Tetraedersymmetrie zu untersuchen. Studien 
anderer Kernkonfigurationen (linear, rechteckig, quadratisch) des Systems H t  
wurden yon G~IF~I~G u.a. [4, 5, 6] im Zusammenhang mR reaktionskinetischen 
Fragen durchgefiihrt, dort waren aber keine l~esultate des zweffach ionisierten 

Systems zum Vergleieh zu entnehmen. 
Obwohl bei unseren Untersuehungen die Bindungssituation im Vordergrund 

stand, ist der gefundene Potentialverlauf des tetraedrisehen I-I ++ sicher such ffir 
die Theorie tier Zwischenzust/~nde in der Reaktionskinetik yon gewissem Interesse. 

Herrn Prof. Dr. H. DU~rKE~, yon dem der Impuls zu diesen Untersuchungen ausging, 
danke ich erneut herzlich Ftir sein fortIaufendes f6rderndes Interesse an diesen Rechnungen. 
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